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Задача стабилизации заранее заданных распре
делений температур, пространственный профиль
которых обусловлен неизотермичностью использу
емых технологических процессов, является типич
ной для сложного электротермического оборудова
ния, например, многозонных термических устано
вок для выращивания кристаллов [1].
В экспериментальных работах по выращива
нию монокристаллов установлено, что одним
из условий получения кристаллов высокого каче
ства в многозонных термических установках явля
ется поддержание в зоне кристаллизации распре
деления температуры T*(x,t) с точностью не хуже
0,1 К [2]. Но непосредственно на самих установках
(или их моделях) подобрать алгоритмы управле
ния, которые могли бы обеспечить необходимую
точность поддержания температурного профиля,
часто оказывается невозможным изза их сложно
сти, обусловленной протекающими процессами,
взаимным влиянием термических зон и т. д.
С другой стороны, во многих ситуациях, ре
зультаты, полученные на простых моделях, могут
быть обобщены на более сложные случаи. Поэтому
в качестве модели объекта управления в данной ра
боте рассматривается стержень длиною L, характе
ризующийся одномерным распределением тепло
физических свойств вдоль независимой простран
ственной переменной x и зависящим от времени
распределением температуры T(x,t). Температура
T(x,t) поддерживается рассредоточенными по дли
не стержня нагревателями с помощью управляю
щих воздействий u(x,t).
Целью работы является поиск таких управляю
щих воздействий, которые позволят сформировать
и поддерживать заданное распределение темпера
туры объекта с требуемой точностью.
Для анализа распределения T(x,t) вдоль пере
менной x объект разбивается на n дискретных отрез
ков длиною Δx, где Δx выбирается согласно теореме
отсчетов Котельникова из условия Δx≤2π/μB. Здесь
μB – максимальная пространственная частота разло
жения по собственным
функциям ϕn(μn,x).
Коэффициенты разложения T
–
(μn,t)  определя
ются с помощью конечного интегрального преоб
разования вида
(1)
где r(x) – весовая функция, зависящая от структу
ры математической модели объекта управления.
Распределение T(x,t) заменяется nмерным век
тором
Соответственно управление u(x,t) представляет
ся также вектором
Скорость изменения в общем случае
можно записать
(2)
а выходной сигнал
(3)
где F, Z – некоторые нелинейные непрерывно диф
ференцируемые векторфункции.
В качестве заданного стационарного распреде
ления T (x) принимается выражение вида
Предполагается, что T*(Δx) реализуется с помо
щью управляющего воздействия u*(Δx).
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Рассмотрена задача оптимальной стабилизации при формировании заданного температурного поля. Решение основано на пе-
реходе к конечно-разностной аппроксимации модели объекта исследования и получении линеаризованной системы уравне-
ний, позволяющей найти оптимальное управление с полной обратной связью в виде пропорциональных регуляторов на основе
метода динамического программирования и квадратичного критерия качества. Приведены оценки точности стабилизации тем-
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Для линеаризации (2, 3) относительно T*(Δx),
u*(Δx) используется разложение в ряд Тейлора
(4)
где O – слагаемые второго и выше порядков мало
сти, которые далее принимаются равными нулю,
– матрицы постоянных коэффициентов;
Коэффициенты матриц A и B зависят от объек
та исследования, в частности, при формировании
температурного поля длинного стержня использу
ется уравнение теплопроводности (5) с граничны
ми и начальным условиями (6–8)
(5)
где 
(6)
(7)
(8)
где λ – коэффициент теплопроводности, Вт/(м·К);
с – удельная теплоемкость, Дж/(кг·К); ρ – плот
ность, кг/м3; αб, α т – коэффициенты теплоотдачи
боковой и торцевых поверхностей, Вт/(м2·К); PН –
тепловые мощности нагревателей, Вт; S, V – пло
щадь боковой поверхности стержня, м2, и объем,
м3, в котором выделяется тепло нагревателей;
u(x,t)=(0…1) – управляющие воздействия на нагре
ватели; T oc – температура окружающей среды, К;
T – температура, К; t – время, с.
Система (5–7) может быть представлена в более
удобной форме
(9)
(10)
(11)
где
Конечноразностная аппроксимация по про
странственной переменной уравнений (9–11) для
шестигранного стержня с радиусом описанной
окружности rc дает
(12)
где
Или в форме (4) с матрицами вида
Для определения размерности матриц необхо
димо найти собственные значения и собственные
функции объекта управления из решения задачи
Штурма–Лиувилля вида [3]
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Собственные функции для рассматриваемого
объекта имеют вид [3]
(13)
где нормирующий коэффициент En с учетом (13)
определяется выражением [3]
а собственные значения μn с учетом граничных
условий (10, 11) находятся из характеристического
уравнения [3]
Так как функция tg(μL) является периодиче
ской, то характеристическое уравнение имеет бес
конечное число собственных значений. При возра
стании числа гармоник (n→∞) величина нормиро
вочного коэффициента быстро сходится к своему
пределу и при n≥5 (рис. 1) можно использовать 
предельное значение
Это позволяет ограничиться конечным числом
гармоник, исходя из удовлетворительной аппрок
симации T*(x).
Пусть, например, заранее заданное распределе
ние температуры по длине стержня имеет вид
(14)
где T x, T г – температуры низко и высокотемпера
турной зон; x1, x2 – координаты начала переходной
и высокотемпературной зон. Весовая функция
в (1) для данной задачи определяется структурой
модели (5) и равна r(x)=1/a [4].
Результаты прямого и обратного преобразова
ния (14) при использовании различного числа гар
моник представлены на рис. 2. Расчет показывает,
что при n=6–8 максимальная погрешность преоб
разования наблюдается на торцах стержня и не
превышает 1 К, а градиент температуры в переход
ной зоне практически совпадает с заранее задан
ным. Повышение числа гармоник точность преоб
разования не увеличивает.
Для нахождения закона управления использует
ся метод динамического программирования при
квадратичном критерии качества вида
(15)
где S, Q, Λ – положительно определенные симме
тричные матрицы весовых коэффициентов.
Оптимальное управление находится из реше
ния уравнения Риккати
с граничным условием
Решение дифференциального уравнения Рик
кати дает возможность определить оптимальное
управление в виде
Если t1→∞, а элементы матриц A, B, S, Q не за
висят от времени, то матрица коэффициентов оп
тимального регулятора определяется из алгебраи
ческого уравнения Риккати [5]
а оптимальное управление рассчитывается по формуле
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Рис. 1. Зависимость нормирующего множителя от числа гармоник
ψ
Проверка предлагаемого подхода осуществля
лась при единичных матрицах Q, S,Λ в пакете про
грамм Simulink Matlab 7.7 для шестигранного
стального стержня длиною 42 см и радиусом опи
санной окружности 0,7 см. Фрагмент структурной
схемы системы оптимального управления приве
ден на рис. 3.
В табл. 1 приведены результаты стабилизации
температурного поля стержня для различных зна
чений коэффициентов матриц весовых коэффици
ентов в критерии качества (15).
Таблица 1. Уставки регуляторов и показания температур при
реализации заданного распределения температу-
ры, К. E – единичная матрица
Результаты расчетов показывают, что оптималь
ное управление с единичными весовыми матрица
Номер 
регулятора
1 2 3 4 5 6 7
Ti* 353,00 353,00 353,00 363,00 373,00 373,00 373,00
Ti (S=E, Q=E) 352,50 352,62 352,87 362,56 372,26 372,50 372,34
Ti (S=E, Q=0,1E) 352,84 352,88 352,96 362,86 372,76 372,84 372,79
Ti (S=E, Q=0,01E) 352,95 352,96 352,99 362,96 372,93 372,95 372,93
1 T
( , ) ( ) ( ).t Q B K t P t
−
Δ Δ = Δ = Δu T T T
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Рис. 2. Заданное и восстановленные распределения температур для различного числа гармоник. Обозначения: 1) Т*; 2) n=3;
3) n=7; 4) n=9
Рис. 3. Фрагмент структурной схемы системы управления. Обозначения: Ti
* – заданное значение температуры; БО – блок
ограничения; БУ – блок умножения; БВТ – блок вычисления температуры; aij, gi, γi – коэффициенты уравнений (12);
pij – коэффициенты регуляторов
ми S и Q обеспечивает формирование заданного
распределения температуры со средней ошибкой
~0,48 К. Уменьшение коэффициентов матрицы Q
на два порядка приводит к уменьшению средней
ошибки регулирования до ~0,047 К.
В табл. 2 представлены распределения потре
бляемых мощностей нагревателей для трех случаев:
базовое состояние (S=E, Q=E) (a), повышение
уставки центральной секции на 5 К (b), отключе
ние нагревателя центральной секции (с).
Таблица 2. Распределения потребляемой мощности нагрева-
телей, Вт
Расчеты показывают, что в базовом состоянии
наблюдается пониженное потребление тепловой
энергии третьего нагревателя, расположенного пе
ред переходной зоной. Это вызвано нагревом
третьей секции от центральной. Причем, повыше
ние уставки температуры центральной секции уси
ливает этот эффект (распределение b). Отключение
нагревателя центральной секции приводит к росту
потребляемой мощности соседних нагревателей
(распределение с). Следует отметить, что рассмо
тренные ситуации практически не оказывают
влияния на распределение температур и мощно
стей нагревателей в низкотемпературной и высо
котемпературной зонах.
Из результатов расчета изменений температуры
при переходных процессах, вызванных кратковре
менным (1000 с) выключением нагревателя цен
тральной секции стержня (рис. 4) следует, что, нес
мотря на полное отключение, в месте ее располо
жения температура остается высокой, благодаря
теплопроводности стержня и энергетической под
питки из соседних секций. Их температуры под
держиваются системой управления на заданном
уровне.
Полученные результаты на модельном объекте
планируется использовать для стабилизации тем
пературного поля многозонных термических уста
новок при выращивании кристаллов.
Выводы
1. Методом динамического программирования
с использованием квадратичного критерия ка
чества на основе конечноразностной аппрок
симации модели распределенного объекта
управления найдена структура оптимальных ре
гуляторов.
2. Точность стабилизации заданного температур
ного поля, полученная на модели распределен
ного объекта управления, зависит от весовых
коэффициентов критерия качества и может до
стигать 0,05 % от установившегося значения.
Номер регулятора 1 2 3 4 5 6 7
a 1,972 1,478 0,578 1,739 2,901 2,026 2,629
b 1,972 1,467 0,145 2,753 2,468 2,014 2,629
c 1,972 1,480 1,346 0,000 3,669 2,027 2,629
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Рис. 4. Переходные процессы при отключении нагревателя центральной секции. t1, t2 – время выключения и включения нагре-
вателя
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В современной теории автоматического регули
рования все большее внимание уделяется пробле
мам управления объектами с распределенными па
раметрами (ОРП). К настоящему времени получе
ны теоретические результаты, позволяющие ре
шать конкретные задачи оптимального управления
в различных областях [1].
Интерес представляет использование разрабо
танных теорий и для таких объектов, как много
зонные термические установки для выращивания
кристаллов [2], параметры которых распределены в
пространстве. Однако, подбирать алгоритмы упра
вления непосредственно на установке или ее мо
дельном представлении не всегда возможно, поэ
тому в качестве модели объекта управления рас
сматривается упрощенный объект, например, стер
жень длиною L, характеризующийся одномерным
распределением теплофизических свойств вдоль
независимой пространственной переменной x и за
висящим от времени распределением температуры
T(x,t) [3].
Целью работы является определение структуры
и параметров регулятора для системы модального
управления температурным полем стержня и срав
нение возможностей стабилизации температурно
го поля с системой управления, включающей в
контур управления независимые ПИДрегуляторы.
Модальное представление объекта управления в ви
де длинного стержня, математическая модель которого
приведена в [3], записывается следующим образом
(1)
где – конечное ин
тегральное преобразование температуры; ϕ(μ,x) –
ядро конечного интегрального преобразования,
которое определяется в результате решения соот
ветствующей задачи Штурма–Лиувилля; μ – пара
метр преобразования; r(x) – весовая функция, за
висящая от структуры математической модели
объекта управления (для модели стержня r (x)=a–1);
a, k, qv, R(μn) – коэффициенты, учитывающие тем
пературопроводность стержня, теплоотдачу с по
верхности стержня в окружающую среду, тепло,
выделяемое источниками тепловыделения и гра
ничные условия; T
–oc, u–n(μn,t) – конечные инте
гральные преобразования температуры окружаю
щей среды и управляющего воздействия.
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Рассмотрена задача стабилизации температурного поля объекта с распределенными параметрами с помощью системы модаль-
ного управления, включающей программируемый контроллер, который производит анализ гармоник и выработку управляю-
щих воздействий. На примере длинного стержня, с встроенными в него нагревателями показано, что точность стабилизации
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